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A Fourier-amplitudék meghatarozasa operatorszamitassal

TAKACS JENO

1. Bevezetés

A hiradastechnikdban igen nagy jelentdsége van a
kiillonboz6 periodikus fiiggvények harmonikusokra vald
felbontasanak. A kovetkezGkben, a komplex Fourier-sorok
rovid attekintése utdn, modszert adunk arra, hogyan lehet
a hiradastechnika leggyakoribb impulzussorozatainak sorat
meghatarozni, lehetéleg kevés szamitassal, a Laplace
transzformacié ismeretében. i

Vizsgaljunk egy tetszéleges periodikus iddfiiggvényt,
amelyre nyilvan fenn kell 4llnia a kovetkezd Osszefiiggésnek :
i(ty = i(t + T). Ennek a periodikus fiiggvénynek az ismét-
16dési frekvencidja : wo = 2a/T

Ez az i(t) fiiggvény elGallithato mint mindkét iranyban
végtelen sok tagbil 4116 komplex sor, amely az alabbi alak-
ban irhato :
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Itt Bn a komplex amplitudot jelenti, amely a kivetkez(
integrallal van definialva :

126 m
YA Ll jnwgt b
Bn = T,,.l(t)e dt (1,2)
0
és ugyanigy
i
Y :
Bo = 7Jz(t) dt (1,3)
0
Vizsgéljuk a viszonyokat ha i(f) fiiggvény valos.
Irjuk fel az i(f) komplex soranak —n-ik és +n-ik

tagjanak egyfitthatojat :

T
oo ilrli(t)ef” @0t g
0
és
T
1< L
Bn = TJi(t)e jnogt dt
0

Azt talaljuk tehat, hogy az egyiitthatok konjugalassal at-
vihet6k egymésba vagyis :

B_n = Bn* (1,4)

Hajtsuk ketté az i(f) kétszeresen végtelen sorat és irjuk
az alabbi alakba :

B efm,,l B Bzej2wel sy
ii(f) = Bo + 1.5
® i {B*legjwot_}_BA2e-j21unr+.'. (4 )
Ezt az (1,4) segitségével atirhatjuk a kovetkez§ formaba
By el % o Byel?®e! & x
i) = B.,+{ . : (1,6)
(Brel ™oty | (Bael2 @ty |

A paronként GOsszeadott tagok nyilvan a Bae/® valos
részének kétszeresét adjak vagyis :

(Buel " 204 B e J""0') — 2 Re (Buel "%}

(1,7
Az egész sor tehat a kovetkezGbe megy at : :
i(t)y=2 Re—gi + 2Re(Bi el ®! | Byei2®t 4

amely ismét atirhato igy
i) =Re(Bo +2Biel®! L 2B el2%! L ) (1,8)

Vezessiink be most (j jel6lést az egyiitthatokra. Legyen
Ao = Bo
An = 2 Bn (1,9)
Ekkor pedig az ismert egyiitthat definiciokra jutunk,
vagyis
T
T [i t) dt
P i

0

Ay
és
T
2 . -inom
Ap = 'f[l (t) e-in of dt

0

(1,10)

2. Osszefiiggés a Laplace transzformacié és a Fourier-sor

egyiitthatéi kozott

Vagijuk ki az i(f) periodikus jelenség egy fél periodusat.
Ha ez a félperiodus a ¢, és f, idopontok kozott van, akkor
nyilvan a kovetkezd torvényszertségnek tesz eleget :

J 0, ha —o<t=t
f(t) = { véges, ha L= Py (2,1)
l 0, ha t,<t=<+

Ezt az f(f) fiiggvényt nevezzitk impulzusnak.
[rjuk fel ennek az f(t) fiiggvénynek a Laplace transz-
formaltjat. Ez per definitionem a kovetkezd
+ oo t,
Fp) = (f(tye P dt — [f(tye ™ at
S i,
ahol F(p)-vel a transzformalt fiiggvényt jeloltitkk. Ezt a
fiiggvényt operator-fiiggvénynek vagy roviden operatornak
fogjuk nevezni.
Ha emellé még felirjuk az i(f) fiiggvény n-ik Fourier
egyiitthatdjat :

(22)

t,

ty
1 i 1 b
g watanial e jnwmgt g Jjnwgt
Bn = T Jz (e dt - T_[f (t)e at  (2,3)
t, 4

akkor oOsszevetve a (2,2) és (2,3) egyenleteket a kovetkezd
osszefiiggést talaljuk az f(f) fiiggvényt Laplace transzfor-
maltja €s az n-ik Fourier egytitthato kozott :
1 ;
B — T F (j nawy)
Ha mar most figyelembe vessziik az (1,9) Osszefiiggést,
akkor a kovetkezfket irhatjuk :

1
Ay = 7 F(O)

(2,4)

(2,5)
2 )
An = T F (jnw,)

Az igy kapott eredményeinket behelyettesitve az (1,8)
egyenletbe, a kovetkezd sort kapjuk eredményiil :

i(t) — Re (iT F (0) + ;—2 F (j n o) e’”"‘"’] (2,6)

3. Az egyenesekkel hatarolt impulzusok osszerakhatésaga

Az el6z6 pont eredményének jelent(sége abban all,
hogy a hiradéstechnikdban leggyakrabban elGforduld im-
pulzusalakok operator fiiggvényei rendkiviil egyszeriien
hatarozhatok meg. Ahhoz példaul, hogy az egyenes vona-
lakkal hatarolt impulzusok = operatorait meghatarozzuk,
csupan az f(t) = af fiiggvény operatorat kell ismerniink,
amely az operatorszamitas szabalyai szerint :
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Ha a belépd f(t) fiiggvény belépése nem a t = 0 idd-
pillanatban torténik, akkor az eltolasi szabaly ismeretében
az id6tengely barmely pontjaba athelyezhetjiik a fiiggvényt.
Az eltolasi szabaly kimondja ugyanis, hogy ha az f(f) fiigg-
vényt a { tengely mentén r-val eltoljuk akkor az F(p)
operator fiiggveény e—?P-vel szorzodik.

Vagyis :
LI =F@pyer?

i1 = F(p)
A}Iapitsuk meg példaul a legdltalanosabb egyenes-
vonaltt impulzus, a trapezoid impulzus operatorat. -
Az 1. dbran lathat idéfiiggvény operatora :

(3,2)
ha

el

FIhOl=g5 63

2€

1. abra

Toljuk el a fiiggvényt —e-nal (2. 4bra), akkor a (3,2) dssze-
fliggés értelmében :

1

z .
-€ +€

2. abra

Lo
_(/ [fZ(t)]Z GV pze L (3:4)

Vonjuk le ebb6l a + e-nal eltolt egyenest, akkor az igy
kapott fiiggvény (3. abra) operatora :

Z 0] = 5 slpz (Pf—e Py = ;1;2 shep (3,9

1

A
St ¢

3. 4bra

Toljuk el ezt a fiiggvényt —a-val és vonjunk le ebbdl egy
hasonlé fiiggvényt, mely + a-val van eltolva (4. abra).
Az igy kapott trapezoid impulzus operatora :

1 & 1 £
D] = P shelpel”——eﬁz—shszpe“’ (3,6)
2€y 2€p
e Fx

4, dbra

Ennek a trapezoid impulzusnak operatorat ismerve, az
Osszes egyenesvonalit impulzusok operdtorai meghataroz-
haték.

4, Operatortablazat

Hatarozzuk meg a fent ismertetett eljaras segitségével
az 5. abran feltiintetett négyszogrezgés Fourier sorat.

|

Ve e
LS S

5. abra

Az 5. abra els6 impulzusanak operatora a (3,6)-bol
e; = 25 = 0 és.a = 7[2 helyettesitéssel :

14
ZSh?p

F(p)=——

) @0

Helyettesitsiik be a (4,1) operatort a (2,5) osszefiiggésekbe,
akkor megkapjuk a Fourier-sor egyiitthatoit.

2shj % n
it g 0, o
L’Hospital szabalyat alkalmazva,
1
Ay = E‘ (4,3)
és
. o
+ _——2< 2Sh]—2-n _ESIH‘Q—H L
& jn T n n 4

Az egyitthatokat a (2,6) egyenletbe helyettesitve a fenti
négyszogrezgés Fourier sorat kapjuk :

: ee]
10 = Re| 5 + > 2-
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Az alabbiakban tablazatosan a hiradastechnikdban leg-
gyakrabban hasznalt impulzusok operatorait Aallitottuk

Ossze.
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