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A Fourier-amplltudók meghatározása operátorszámítá~sal 
TAKÁCS JENŐ 

I. Bevezetés 

A hiradástechnikában igen nagy jelentősége van a 
különböző periodikus függvények harmonikusokra való 
felbontásának. A következőkben, a komplex Fourier-sorok 
rövid áttekintése után, módszert adunk arra, hogyan lehet 
a hiradástechnika leggyakoribb impulzussorozatainak sorát 
meghatározni, lehetőleg kevés számítással, a Laplace 
transzformáció ismeretében. 

Vizsgáljunk egy tetszőleges periodikus időfüggvényt, 
amelyre nyilván. fenn kell állnia a következő összefüggésnek: 
i(t) = i(t + T). Ennek a periodikus függvénynek az ismét-
lődési frekvenciája : wo = 2alT 

Ez az i(t) függvény előállítható mint mindkét irányban 
végtelen sok tagból álló komplex sor, amely az alábbi alak-
ban írható : 

1(1) _ . . . + B-t é j  20'0 t + B-1 e-1 w0 t + Bo + 

±B1e1`00t+B$ej2wot+. . . (1,1) 
avagy rövidítve, 

+~ 
i(t) =EBneinw°t. 

Itt Bn a komplex amplitudót jelenti, amely a következő 
integrállal van definiálva : 

Bn = 7 f!(t)e lnwo t dt (1,2) 
0 

T 

és ugyanígy 
T 

Bo = T 
J 

i (t) dt (1,3) 
0 

Vizsgáljuk a viszonyokat ha i(i) függvény valós. 
Írjuk fel az i(t) komplex sorának —n-ik és +n-ik 

tagjának együtthatóját : 
T 

B—n = 
T 

f i (i) e! a °'0 t dl . 
0 

és 
T 

Br, = 
T 

f i(t)é inw°t  di 
0 

Azt találjuk tehát, hogy az együtthatók konjugálással át-
vihetők egymásba vagyis : 

B—n = Bn* (1,4) 

Hajtsuk ketté az i(t) kétszeresen végtelen sorát és irjuk 
az alábbi alakba : 

Bi e1 w° t + B2 ej 2 w° t + 

i(t)=Bo+~ (1,5 
B—i 

e_1 
w0t+B-2e—J 20,01

+. . . ) 

Ezt az (1,4) segítségével átírhatjuk a következő formába 

Bt ei w0 t + B2 e t 2 w0 t + . . . 
i(t) = Bo -I (1,6) 

((Bi e.1 w" t)*+ (B2 e12 w°t)*+ 
. . . 

A páronként összeadott tagok nyilván a Bn ejw°t valós 
részének kétseresét adják vagyis : 

(Bn e1 a w0 ( + B_n e 1 n w°t) = 2 Re (Bn e1" wo t )  
(1,7

) 

Az egész sor tehát a következőbe megy át : 

i (t) = 2 Re B O + 2 Re (Bi. ej wo t + B2 e j 2 w° t 
+ 

) 

amely ismét átírható így 

i(t) = Re (Bo + 2 Bi ei w" t + 2 Bi e1 2 w0 t + . . .) (1,8) 

Vezessünk be most új jelölést az együtthatókra. Legyen 

Ekkor pedig az 
vagyis 

és 

Ao = Bo

An =2 Bn 

ismert együttható 

T 

A° = 7 J i (t) dt 
0 

(1,9) 

definíciókra jutunk, 

T 

A" — T ~ilt)e 
.fnw"t dt (1,10) 

2. Összefüggés a Laplace transzformáció és a Fourier-sor 
együtthatói között 

Vágjuk ki az i(t) periodikus jelenség egy fél periodusát. 
Ha ez a félperiodus a t1 és tQ időpontok között van, akkor 
nyilván a következő törvényszerűségnek tesz eleget: 

0, ha — oo { t t t1

/(t) = véges, ha t1 t- t2 (2,1) 

0, ha t2 t = +oo 

Ezt az f(t) függvényt nevezzük impulzusnak. 
Írjuk fel ennek az f(t) függvénynek a Laplace transz-

formáltját. Ez per definitionem a következő 
±00 tz

F(p) = 5I (t) ¢ ' t dt = J f (t) e ~t dt (2,2) 

ahol F(p)-vel a transzformált függvényt jelöltük. Ezt a 
függvényt operátor-függvénynek vagy röviden operátornak 
fogjuk nevezni. 

Ha emellé még felírjuk az i(t) függvény a-ik Fouriet 
együtthatóját : 

t= tr

B„ _ 
T 

f i (() e—i a 0,° t dl = T f Í (t) e n w° t dt (2,3) 

t, q 

akkor összevetve a (2,2) és (2,3) egyenleteket a következő 
összefüggést találjuk az f(t) függvényt Laplace transzfor-
máltja és az a-ik Fourier együttható között: 

Bn = 
T 
F (f a w4) (2,4) 

Ha már most figyelembe vesszük az (1,9) összefüggést, 
akkor a következőket írhatjuk : 

A0 = T F(O) (2,5) 

An

Az így kapott eredményeinket behelyettesítve az (1,8) 
egyenletbe, a következő sort kapjuk eredményül : 

~ 

i(t) = Re(-
.T F(0) +_ - ' F(f n w.o) ei n w° 

t) (2,6) 
n=1 

3. Az egyenesekkel határolt impulzusok összerakhatósága 

Az előző pont eredményének jelentősége abban áll, 
hogy a hiradástechnikában leggyakrabban előforduló im-
pulzusalakok operátor függvényei rendkívül egyszerűen 
határozhatók meg. Ahhoz például, hogy az egyenes vona-
lakkal határolt impulzusok operátorait meghatározzuk, 
csupán az f(t) = at függvény operátorát kell ismernünk, 
amely az operátorszámitás szabályai szerint : 

i 

1 
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~[f lt)j = Ja t é t p dl = p2 (3,1) 
o 

Ha a belépő j(t) függvény belépése nem a t = 0 idő-
pillanatban történik, akkor az eltolási szabály ismeretében 
az időtengely bármely pontjába áthelyezhetjük a függvényt. 
Az eltolási szabály kimondja ugyanis, hogy ha az f(t) függ-
vényt a t tengely mentén r-val eltoljuk akkor az F(p) 
operátor függvény e—rP-vel szorzódik. 

Vagyis : 

.9' [f (Í—)] = F (p) e ' p 
(3,2) 

ha 
[/(t) j = F(p) 

Állapítsuk meg például a legáltalánosabb egyenes-
vonalú impulzus, a trapezoid impulzus operátorát. 

Az 1, ábrán látható időfüggvény operátora : 

2' E p2 

aE 
1. ábra 

(3,3) 

Toljuk el a függvényt —e-na! (2, ábra), akkor a (3,2) össze-
függés értelmében : 

Vonjuk le ebből a 
kapott függvény (3 

-  [/3(t)j — 

_9'[ f2(t) ~= 2 E p2 
eEp (3,4) 

+ e-nal eltolt egyenest, akkor az így 
. ábra) operátora : 

2 e p2  p`) = e 
p2 

sh e p (3,5) 

Toljuk el ezt a függvényt —a-val és vonjunk le ebből egy 
hasonló függvényt, mely + a-val van eltolva (4. ábra). 
Az így kapott trapezoid impulzus operátora : 

9'[f (t)j =  E11 PL 
sh el p eEr P 

á21p2 sh e2 p eE2 P (3,6) 

2E1 2E2

4. ábra 

~ 

Ennek a trapezoid impulzusnak operátorát ismerve, az 
összes egyenesvonalú impulzusok operátorai meghatároz-
hatók. 

2E 

4. Operátortáblázat 

Határozzuk meg a fent ismertetett eljárás segítségével 
az 5. ábrán feltüntetett négyszögrezgés Fourier sorát. 

A 

1 

iT )i 3K 5Tr 
T 2 2 2 

5. ábra 

Az 5, ábra első impulzusának operátora a (3,6)-ból 
er = e2 = O és a = sr/2 helyettesítéssel : 

2sh 
2 

p 
F(p)=-  

p 
-- (4,1) 

Helyettesítsük be a (4,1) operátort a (2,5) összefüggésekbe, 
akkor megkapjuk a Fourier-sor együtthatóit. 

1 2shj2n 
Ao =  hm ---  (4,2) 

2 7r n~ o / n 

(4,3) 

An = 2 a j n 
(4,4) 

L'Hospital szabályát alkalmazva, 

és 

1 
Aa = 

2 

2 2 sh j z n 
er 

2 sin --n 

IT n 

Az együtthatókat a (2,6) egyenletbe helyettesítve a fenti 
négyszögrezgés Fourier sorát kapjuk : 

1 °O 2 sin 
2 

n 

inti (t) = 
Re L 2+  

a  e
i 

a 
r.J 

n=1 

ll 
Re[- l4 

+e~r—

Az alábbiakban táblázatosan a híradástechnikában leg-
gyakrabban használt impulzusok operátorait állítottuk 
össze. 

~ 2E1 — ~ _2EL

1 

7 
~ OC 

~ 

1 
A 

2E 

OC 

—0' •oc 

1 
elp2shel pepa— 

— zE lps sh e2 p é ° p 

~ 

2 
~p2 shep•shap 

f 

 ~ 

2shap

p 


